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Pell Denklemlerinin Tanimi ve Kisaca Tarihi

Tam kare olmayan d tamsayilar icin x2 — dy? = 1 seklindeki denklemlere Pell denklemleri denir. Denklemin pozitif tamsayi ¢6zimleri incelenmektedir.
Pell denklemleri, iki bin yili agskin zamandir ilgilenilen bir konu olmakla birlikte ilk olarak x? — 2y? = 1 denklemi tizerinde galsildig distntlmektedir. 1687
yilinda Fermat, Avrupali matematikcilerden d tam kare olmayan bir tamsay! olmak tizere dy? + 1 sayisi tam kare olacak sekilde y sayilarini bulmalarini,
genel bir ¢6ziim elde edilemezse x? = 61y? + 1 denklemini saglayan en kicik y pozitif tamsayisini bulmalarini istemistir. Bundan neredeyse yiiz yil sonra
Euler genel ¢cdziimiin v/d sayisinin siirekli kesir aciimiyla bulunabildigini biiyiik bir élclide gdstermis, yanhslikla John Pell'e atifta bulunarak konunun isminin

Pell denklemleri olmasina neden olmustur. 1768 yilinda Lagrange teoremin tamamini ispatlamistir.

Siirekli Kesirler

@y, @y ,..., @y Direr tamsayi ve 1
oy, @y, &y pOzitif olmak lizere ay +

yanda verilen ifadeye basit stirekli a, + 1 il
kesir denir. Bu sturekli kesir a; +
[ag; aq, @z,..., ay] ile gosterilirler.
(24 + a_
n

Surekli kesir acihminin ;, sayisinda kesilmesiyle elde edilen sayi
k. yakinsak adini alir ve Cy ile gosterilir. Bu yakinsaklar asagida verilen
yolla bulunabilir:

Po = @y Go=1
p1 = ap. ay +1 q, =y
Pr = Qk Pr—-1 * Pk-2 G = Ak Q-1+ qr—2

olmak tizere C}, = ? esitligi gecerlidir.

. k

Irrasyonel sayilarin strekli kesir acilimi sonsuzdur ve [eg; a1, &3, ... |
olarak gosterilir. Sonsuz stirekli kesirlerde terimler tekrar edebilir. Bu

durumda agiim periyodik olur. [ag; @1, @3, -+, & | olarak yazildiginda
1'den k'ya kadar olan terimler tekrar eder.

V2 =[1;2] acihmi periyodiktir.
m = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3/1, ...]

Pell Denklemleri Coziimleri

d tam kare olmayan bir tamsayi olmak Ulzere x? —dy? = +1
denklemlerinin ¢ozimleri strekli kesir acihmlari yardimiyla bulunur. n
sayisi acilimin periyodu olmak tizere

+ ntekisex? — dy? = 1 denkleminin pozitif tamsayi ¢oziimleri

X =Pokn-1 ¥ = Qakn—1 k=123, ...

+ n tek x? — dy? = —1 denkleminin pozitif tamsayi ¢ziimleri

acihmi periyodik degildir.

X =Pek-1)n-1 Y = 4@2k-1)n-1 k=123,..
« ngiftise x2 — dy? = 1 denkleminin pozitif tamsayi ¢oziimleri
X =Drn-1 Y = Qrn—1 k =1,2,3,...sayilardir.

+ nciftise x?2 — dy? = —1 denkleminin tamsayilarda ¢6ziimi yoktur.

x?—61y% =1 denkleminde /61 = [7;1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14]
acihminda n = 11 olup pozitif tamsayilardaki en kiictik cozim

(x1,¥1) = (P21, 921) = (1766319049,226153980) sayilaridir.

x% — 61y? = —1 icin en kiiciik pozitif tamsayi ¢ziimii

(%1, v1) = (P10, 910) = (29718,3805) sayilaridir.

x%2 —dy? =1 denkleminin en kiigiik pozitif tamsayi ¢cézimi (xq,y,)
sayilari olmak tzere denklemin pozitif tamsayilardaki tiim ¢oztimleri

X +vivd = (g + yVd)¥, k=1,23,.. olacak sekilde (xy,yi)
sayilardir.

Genellestirilmis Pell Denklemleri

d tam kare olmayan bir tamsayi olmak tizere x? — dy? = n denklemine
genellestirilmis Pell denklemi denir. Denklemin herhangi bir cozimu
(x0,¥0) Ve x% — dy? = 1 denkleminin bir ¢6ziimi (u, v) ikilisi olmak tizere
x +yiVd = (x £ yiVd)(w + vVd)*  olacak sekilde (xi, ) sayilar
x% — dy? = n denkleminin ¢ozimudr.

x2 —dy? = 1 denkleminin en kiicilik ¢oziimii s = u 4+ vv/d olmak (izere

[yol < ’% olacak sekilde kisitlama yapilarak bulunan y, sayilari ve

bunlara karsilik gelen x, sayilariyla tim farkl ¢oziim kiimeleri bulunabilir.
Boylece denklemin ¢dziimd olan tim (x, yi) sayilar

X £ yiVd = (xo+ yoVd)(u £ vVd)* sayilandir,

Pell Denklemi Coziimiinde Rekiirans Bagintisi ve Pell Dizisi

x% — dy? = 1 denkleminin en kiiciik pozitif ¢coziimii (xo,¥,) olmak lzere
denklemin tim ¢ozlimleri arasinda

Xnt2 = 2XoXp+1 —Xp V€ Ypio = 2XoYn+1 — Yy iliskisi vardir ve buna
rekiirans bagintisi denir.

x% — 2y? = 41 denkleminin ¢6zimii olan pozitif y tamsayilari ve sifir ile
birlikte olusturulan diziye Pell dizisi denir. Pell dizisinin elemanlari P;
sayilari olmak (zere P,,, =2P,.;+ P, kurall vardir. Boylece dizi
0,1,2,5,12,29,70,169,408,985, ... sayilarindan olusur.

Pell Denklemlerinin Uygulamalari

* Ardisik G tamsayinin toplami, ardisik iki tamsayinin toplami olacak
sekilde tamsayilar nelerdir?
s n+1 veg + 1 birer tam kare olacak sekilde n sayilari nelerdir?

n(n+1) .. .
s T, = nnt+l) licgensel sayi ve S, = n? karesel sayi olmak iizere hem

tlcgensel hem karesel sayilar nelerdir?
+ x%+ y? — 1 = 4xy denkleminin tamsayi ¢6ziimleri nelerdir?
* k < nolmak {izere k ve n dogal sayilari icin (ﬁ) =7 (%) + (ﬁ)olacak
sekilde tim n sayilarini nelerdir?
x2+1
yZ

+ xvey birer tamsayi olmak iizere n? = + 4 olacak sekilde n

tamsayilari nelerdir?
Yukaridaki sorularin ¢éziimleri Pell denklemleri yardimiyla gosterilmistir.

Her t = 0,1,2, ... parametresine gore x? — 5y2 = —11¢ denklemi incelenip
genel coziim elde edilmistir.
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