
Pell Denklemleri, Genelleştirilmiş Pell Denklemleri ve 
Pell Denklemlerinin Uygulamaları

SEFA ÇALIK
20025001

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Murat ALAN

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin en küçük pozitif çözümü (𝑥଴, 𝑦଴) olmak üzere
denklemin tüm çözümleri arasında
𝑥௡ାଶ = 2𝑥଴𝑥௡ାଵ − 𝑥௡ ve 𝑦௡ାଶ = 2𝑥଴𝑦௡ାଵ − 𝑦௡ ilişkisi vardır ve buna
rekürans bağıntısı denir.

𝑥ଶ − 2𝑦ଶ = ±1 denkleminin çözümü olan pozitif 𝑦 tamsayıları ve sıfır ile
birlikte oluşturulan diziye Pell dizisi denir. Pell dizisinin elemanları 𝑃௜

sayıları olmak üzere 𝑃௡ାଶ = 2𝑃௡ାଵ + 𝑃௡ kuralı vardır. Böylece dizi
0,1,2,5,12,29,70,169,408,985, … sayılarından oluşur.

𝑑 tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 𝑛 denklemine
genelleştirilmiş Pell denklemi denir. Denklemin herhangi bir çözümü
𝑥଴, 𝑦଴ ve 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin bir çözümü (𝑢, 𝑣) ikilisi olmak üzere

𝑥௞ + 𝑦௞ 𝑑 = 𝑥௞ ± 𝑦௞ 𝑑 (𝑢 + 𝑣 𝑑)௞ olacak şekilde  (𝑥௞, 𝑦௞) sayıları
𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 𝑛 denkleminin çözümüdür.

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin en küçük çözümü s = 𝑢 + 𝑣 𝑑 olmak üzere

𝑦଴ <
|௡|௦

ௗ
olacak şekilde kısıtlama yapılarak bulunan 𝑦଴ sayıları ve

bunlara karşılık gelen 𝑥଴ sayılarıyla tüm farklı çözüm kümeleri bulunabilir.
Böylece denklemin çözümü olan tüm (𝑥௞, 𝑦௞) sayıları
𝑥௞ ± 𝑦௞ 𝑑 = (𝑥଴+ 𝑦଴ 𝑑)(𝑢 ± 𝑣 𝑑)௞ sayılarıdır.

Genelleştirilmiş Pell Denklemleri

Pell Denklemi Çözümünde Rekürans Bağıntısı ve Pell Dizisi

Pell Denklemleri Çözümleri

𝑑

.

Pell Denklemlerinin Tanımı ve Kısaca Tarihi

Sürekli Kesirler

,…, birer tamsayı ve 
,…, pozitif olmak üzere 

yanda verilen ifadeye basit sürekli 
kesir denir. Bu sürekli kesir
[ ; ,…, ile gösterilirler.

Sürekli kesir açılımının 𝛼௞ sayısında kesilmesiyle elde edilen sayı 
𝑘. yakınsak adını alır ve 𝐶௞ ile gösterilir. Bu yakınsaklar aşağıda verilen 
yolla bulunabilir:
𝑝଴ =

𝑝ଵ =
+

olmak üzere 𝐶௞ = eşitliği geçerlidir.

İrrasyonel sayıların sürekli kesir açılımı sonsuzdur ve ,
olarak gösterilir. Sonsuz sürekli kesirlerde terimler tekrar edebilir. Bu 
durumda açılım periyodik olur. [ olarak yazıldığında 
1′den 𝑘’ya kadar olan terimler tekrar eder. 

2 = 1; 2ത açılımı periyodiktir.
𝜋 = [3; 7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1, … ] açılımı periyodik değildir.

𝑑 tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = ±1

denklemlerinin çözümleri sürekli kesir açılımları yardımıyla bulunur. 𝑛

sayısı açılımın periyodu olmak üzere
• 𝑛 tek ise 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin pozitif tamsayı çözümleri
𝑥 = 𝑝ଶ௞௡ିଵ 𝑦 = 𝑞ଶ௞௡ିଵ 𝑘 = 1,2,3, …

• 𝑛 tek 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = −1 denkleminin pozitif tamsayı çözümleri
𝑥 = 𝑝(ଶ௞ିଵ)௡ିଵ 𝑦 = 𝑞(ଶ௞ିଵ)௡ିଵ 𝑘 = 1,2,3, …

• 𝑛 çift ise 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin pozitif tamsayı çözümleri
𝑥 = 𝑝௞௡ିଵ 𝑦 = 𝑞௞௡ିଵ 𝑘 = 1,2,3, … sayılarıdır.
• 𝑛 çift ise 𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = −1 denkleminin tamsayılarda çözümü yoktur.

𝑥ଶ − 61𝑦ଶ = 1 denkleminde 61 = [7; 1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14]

açılımında 𝑛 = 11 olup pozitif tamsayılardaki en küçük çözüm
𝑥ଵ, 𝑦ଵ = 𝑝ଶଵ, 𝑞ଶଵ = 1766319049,226153980 sayılarıdır.

𝑥ଶ − 61𝑦ଶ = −1 için en küçük pozitif tamsayı çözümü
𝑥ଵ, 𝑦ଵ = 𝑝ଵ଴, 𝑞ଵ଴ = (29718,3805) sayılarıdır.

𝑥ଶ − 𝑑𝑦ଶ = 1 denkleminin en küçük pozitif tamsayı çözümü (𝑥ଵ, 𝑦ଵ)

sayıları olmak üzere denklemin pozitif tamsayılardaki tüm çözümleri
𝑥௞ + 𝑦௞ 𝑑 = (𝑥ଵ + 𝑦ଵ 𝑑)௞ , 𝑘 = 1,2,3, … olacak şekilde  (𝑥௞, 𝑦௞)

sayılarıdır.

Pell Denklemlerinin Uygulamaları

• Ardışık üç tamsayının toplamı, ardışık iki tamsayının toplamı olacak 
şekilde tamsayılar nelerdir?

• 𝑛 + 1 ve ௡
ଶ

+ 1 birer tam kare olacak şekilde 𝑛 sayıları nelerdir?

• 𝑇௡ =
௡(௡ାଵ)

ଶ
üçgensel sayı ve 𝑆௡ = 𝑛² karesel sayı olmak üzere hem 

üçgensel hem karesel sayılar nelerdir?
• 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1 = 4𝑥𝑦 denkleminin tamsayı çözümleri nelerdir?
• 𝑘 < 𝑛 olmak üzere 𝑘 ve 𝑛 doğal sayıları için ௡

௞ିଵ
= 2

௡

௞
+

௡

௞ାଵ
olacak 

şekilde tüm 𝑛 sayılarını nelerdir?

• 𝑥 ve 𝑦 birer tamsayı olmak üzere n² =
௫మାଵ

௬²
+ 4 olacak şekilde 𝑛

tamsayıları nelerdir?

Yukarıdaki soruların çözümleri Pell denklemleri yardımıyla gösterilmiştir.

Her 𝑡 = 0,1,2, … parametresine göre 𝑥ଶ − 5𝑦ଶ = −11௧ denklemi incelenip 
genel çözüm elde edilmiştir.
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